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1. はじめに
可測空間上の集合関数が単調性を持ち空集合で 0であるとき, ファジィ測度と呼ばれ
る。この報告では，空集合では 0 であることを常に仮定するが，単調性は必ずしも仮
定しない集合関数を扱う。いずれにしても，測度の重要な性質である加法性を仮定し
ないため，積分などのそれに関わる手法において，基本的性質として用いられていた
様々な性質が満たされないことになる。この報告では，それらをどう克服するかとう
いう問題に対して，k-加法性という概念を非離散的に一般化した試みに関して，ファ
ジィシステム研究所の岡崎悦明先生, 九州工業大学の本田先生との共同研究を中心に紹
介する。
有限集合上の集合関数に関する概念や理論は，協力ゲーム理論 ([1, 2])や証拠理論 (デ
ンプスター・シェーファー理論 ([3, 4]) などの応用分野をその基礎としているものが多
い。集合に関して何らかの数値を対応付ける集合関数は，一般的に加法性を持つとは
限らないことは言うまでもないが，多くの場合に加法性を持つ場合と類似した概念を
用いて解析される。それらは，初期段階においては無意識にまたは煩雑になるのを避
けるために，加法性があるものとして処理されてきた。身近な例を挙げると，試験の
点数の合計によって優劣を計る場合には，満点を 100点にそろえて全てを加えること
で合計点で評価することが多い。大学入試などで共通に行われる試験をもとに評価を
する場合，科目ごとに重みづけを与えた点数を足し合わせることがあるが，これは有
限集合上の加法的な測度に関する積分に相当する。この方法を車の車種の人気度の定
量化に適用することを考えてみる。それぞれの車種に対して，売上額などをもとに人
気度が定量化されているとする。また，その自動車 (車種)を説明するために，燃費や，
性能，デザインの良さなどをもとにした何項目かの数値 (説明変数)があるとする。テ
ストデータとして，十分な数の車種それぞれに対して，人気度と説明変数 (ベクトル)

の組が与えられている場合，その線形和で人気度を近似することができる。これを加
法的な測度に対する積分モデルと考えると，基礎となる測度を非加法的なものに変え
たものが，ショケ積分などのファジィ積分を基礎とした近似モデルで，よりデリケー
トな解析ができることになる。[5, 6]

これらの手法で実用上問題になることの一つに，説明変数の種類の増加に伴うパラ
メータ数の増加がある。n 個の要素からなる集合上に加法的な測度を考える場合，1点
集合毎の測度である n個のパラメータより一意に決定することができる。これに対し，
加法性を仮定しない場合は 2n 個の自由度を持つことになる。この様な指数オーダーの
発散は多くの場合非現実的な状況を生み出す。例えば18個の集合で26万を超えるパラ
メータ数となりその同定は容易ではない。ちなみに18は2023年4月時点の大分県の市
町村の数で全国で 2番目に少ない。この様なパラメータの増加を軽減するための手法
の一つとして，k-加法的測度 ( k は自然数) への制限が挙げられる。正確な定義は次節
に述べるが，集合関数においてk+1個以上の要素の相互関係を無視したものとして定
義される。この場合同定に必要なパラメータ数を要素数の k乗のオーダーに抑えるこ
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とができる。例えば要素数18の集合での 2-加法的な集合関数のパラメータ数は171と
なり，計算機を用いた解析においては十分に計算可能な数だと思われる。
テイラー展開やフーリエ展開/変換などの積分を用いた様々な手法は離散的な解析に
おいても様々な発展を見ることができる。これらは連続的な無限集合のものを離散的
に解析する手法であると共に，要素数や参照点を現実的に計算できる数まで減らすた
めの手法とも見ることができる。非加法的集合関数に対してもこれに相当する非離散
化により同様の発展が期待される。実際非離散的な可測空間上で定義される集合関数
(主にファジィ測度)に対して，積分の非離散化や単調収束定理などの解析が盛んにお
こなわれている ([7, 8])。この報告では k‐加法性に対して，2つの視点からその非離散
化を検討してみる。一つはメビウス変換を用いた集合関数の表現を直積空間や (有限)

部分集合の空間上の測度を用いた表現とみなし，それを非離散的に拡張する方法であ
り，もう一つはメビウス変換を非離散化した上でそれを用いた性質としてk‐加法性を
特徴づける方法である。前者を構成的な k加法性，後者を定式的な k加法性と呼ぶこ
とにする。
なお，メビウス変換の非離散化や加法的な集合関数による表現についてはDenneberg

[9], 成川・室伏 [10] などでも議論されてて，ここで議論されていることと関連が大き
い。残念ながら，情報を得たのが最近であるため，関連する他の研究を含め詳細な説
明は次の機会とさせていただきたい。
構成的なk加法性の基礎となる考え方は デンプスター・シェーファー理論の基本確
率割り当てに見ることができる ([3] 参照)。デンプスター・シェイファー理論では，有
限集合上の集合関数が，そのべき集合上に定義される確率測度を用いて表現される場
合を考えているが，確率測度を実測度に変えることにより全ての集合関数を表現する
ことができ，これはメビウス変換を用いた表現と同じものである。このべき集合を k

個の直積空間として定めたものがMesiar [11]における k‐加法化であり，k個までの
有限部分集合として定めたものが [12] における k‐加法化である。これらは本質的に
は同じものと考えてよい。この意味での k加法性を持つ集合関数は積分の計算などで
解析しやすい特徴を持つが，[13]では (構成的な)k-加法性を持つ単調測度に対するPan

積分の単調減少収束定理を得ている。
[14] におけるメビウス変換の非離散化は互いに素な任意有限個の集合を変数とする
集合関数 τ = τ(A1, · · · , Ak) (k ∈ N) として定義される。ある有限分割の有限個の集合
一つずつをアトムと考え，これを含む最小のσ集合体 (これも有限集合族) に集合関数
を制限したとき，本質的には有限集合上の集合関数となる。上のメビウス変換は，こ
の集合関数に対するメビウス変換と同じものである。この非離散化されたメビウス変
換に対して，集合の個数が k + 1 個以上の場合の τ(· · · ) の値が 0になることで k 加
法性を定義することができる。[14] では一定の性質 (強ダルブー性)を持つ有限測度を
ベースとした歪測度が，この意味での (定式的な)k-加法性を持つことと歪関数 (測度を
変換する関数)が多項式であることが同値であることを示している。また，構成的なk-

加法的集合関数はすべて定式的なk-加法的集合関数であり，一定の条件下 (全有界性と
強い連続性)では定式的なk-加法的集合関数は構成的なk-加法性を持つことが [15] で示
されている。さらに，[16] では構成的k加法性において k → ∞ とした「構成的集合関
数」を定め，歪関数が解析的な場合に (少し条件を加えれば)構成的集合関数になること
を示している。また，構成的集合関数に対して，その有限次元要素 (k加法性 (k < ∞)

に対応する集合の値)を非離散化したメビウス変換を用いて抽出できることも示されて



いる。

2. 有限集合上の集合関数とメビウス変換
この節では集合関数に関するいくつかの概念やNotationを与え，有限集合の場合を中
心にその性質について述べる。この節で紹介する概念や性質は一般的によく知られて
いるもので [17, 18] などで扱われているいる。ただ，設定その他において多少一般的な
ものと扱いを変えているものがある。奇異に感じるところがあればぜひとも今後の改
善のため何らかの形でご指摘いただきたい。(この節については基本的に証明を併記す
ることにする。)

この報告を通して，(X,B)を可測空間とする。すなわち X を集合, B ⊂ 2X をσ集合
体とする。全体集合を有限集合として議論する場合は，全体集合をNと表し，特に断ら
なければ B = 2N と定められているものとする。この報告においては，全ての (X,B)
上の (または N上の) 集合関数µ : B → R, (µ : 2N → R) はµ(∅) = 0 を満たし，±∞
の値は取らないものとする。集合関数 µ が単調性 (A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) ) をみたす
とき, ファジィ測度と呼ばれる。

定義 1 メビウス変換
µ を有限集合 N上の集合関数とする。µ に関するメビウス変換

{
τ
(µ)
A

}
A⊂N

を |A| に関
して帰納的に次のように定める。

(a) τ∅ = 0, τ{a} = µ({a}).

(b) τA = µ(A)−
∑
B⊊A

τB.

µ に対応することを特筆する場合には τ (µ) と記述することにする。
集合をパラメータとして和を考える場合などに ∅ を除いて考えることが多い。この
報告では煩雑さをさけるために ∅ に対応する値は0としている。
通常次の命題の (b) をもってメビウス変換の定義とする場合が多く，その場合 (a)の証
明は以下に示す (b) の証明と同様に与えることができる。
N上の集合関数 µ に対するメビウス変換 τは次の性質を満たす。

補題 2 N上の集合関数µに対して次が成り立つ。

(a) µ(A) =
∑
B⊂A

τB.

(b) τA =
∑
B⊂A

(−1)|A|−|B|µ(B).

証明 (a) は定義から直ちに成り立つ。
(b) の証明

|A| に関する帰納法で示す。|A| =１ のとき，すなわち A = {a} , a ∈ Nのとき

τ{a} = µ({a})



より自明。|B| < |A| なる B ⊂ N に対して全て成り立つと仮定すると，

τA = µ(A)−
∑
B⊊A

τB

= µ(A)−
∑
B⊊A

∑
C⊂B

(−1)|B|−|C|µ(C)

= µ(A) +
∑
C⊊A

(
−
∑

C⊂B⊊A

(−1)|B|−|C|

)
µ(C) (1)

(1) において −
∑

C⊂B⊊A(−1)|B|−|C| は集合の個数のみによって定まる。

C ⊂ B ⊂ A ⇔ B \ C ⊂ A \ C

であるので B ⊂ A の個数を限定するとき (個数ごとに分けて考える)，j = |B| − |C| =
0, 1, . . . , |A| − |C| − 1 と置くと，|{B : C ⊂ B ⊂ A}| = |A|−|C|Cj となる。

(1) = µ(A)−
∑
C⊊A

|A|−|C|−1∑
j=0

|A|−|C|Cj (−1)jµ(C)

= µ(A) +
∑
C⊊A

(−1)|A|−|C| −
|A|−|C|∑
j=0

|A|−|C|Cj(−1)j

µ(C)

= µ(A) +
∑
C⊊A

(
(−1)|A|−|C| − (1− 1)|A|−|C|)µ(C)

=
∑
C⊂A

(−1)|A|−|C|µ(C) (2)

よって全ての A ⊂ N に対して成り立つことがわかる。 □

定義 3 N 上の集合関数µ が k‐加法的であるとは，対応するメビウス変換 τ が

|B| > k ⇒ τB = 0, (B ⊂ N).

を満たすこととする。
k 加法的測度のメビウス変換は，k 個までの集合に対応する項を除いて0となる。これ
らをパラメータと考える場合，|N | の増加に対して |N |k のオーダーの発散になる。

定義 4 可測空間 (X,B) に対して，

D = {D = {Dk}nk=1 ⊂ B : n ∈ N, {Dk}nk=1 :互いに素}

により D を定める。 D = {Dk}nk=1 ∈ D に対して

|D| = n, ∪D =
n⋃

k=1

Dk,

と定める。 また D′ ⊂ D やD′ ⊊ D であることを，有限集合族としての包含関係とし
て定める。(X,B) 上の集合関数 µ のメビウス変換 τ = τµ をD 上の関数として帰納的
に次で定める。



(a) |D| = 1 のとき D = {D} に対して τ(D) = µ(D) とする。

(b) |D′| < |D| に対して定義されているとき

τ(D) = µ(∪D)−
∑
D′⊊D

τ(D′)

と定める。

上の定義はµ を µ(D′) = µ(∪D′) とみなしN = D 上に定まる集合関数とみてメビウス
変換を定めていることと同等になる。X が有限集合の場合は，２種類のメビウス変換
が定義されることになるが，先に定義した方は {τA}A⊂N の形で表記し区別することに
する。
補題 2 は次のように表現される。(証明は本質的に同じ)

補題 5 D ∈ D に対して次が成り立つ。

(a) µ(∪D) =
∑
D′⊂D

τ(D′).

(b) τ(D) =
∑
D′⊂D

(−1)|D|−|D′|µ(∪D′).

次に，メビウス変換と零集合の関係を述べる。加法的な測度に関する零集合は，その
単調性や加法性から扱いが単純だが，非加法的で単調性もない場合注意が必要になる。

定義 6 零集合µ を ((X,B) または N 上の集合関数, A ∈ B とする。

(a) A が零集合 (null set, µ-null set)であるとは，µ(A) = 0 であることとする。

(b) A が完全零集合 (c-null set, c-µ-null set)であるとは，任意のB ∈ B, B ⊂ A,が
µ(B) = 0 を満たすこととする。

(c) A が強零集合 (s-null set, s-µ-nullset)であるとは，任意のB,C ∈ B, B ⊂ A,が
µ(C) = µ(C ∪ B) を満たすこととする。

集合関数が単調であれば，零集合は完全零集合になる。また集合関数が (有限)加法的
であれば完全零集合は強零集合になる。

補題 7 µ を集合関数とするとき次が成り立つ。

(a) A が完全零集合であることと次が同値になる。

N上の場合 τB = 0 ∀B ⊂ A.

(X,B)上の場合 τ(D) = 0 if ∪ D ⊂ A.

(b) A が強零集合であることと次が同値になる。

N上の場合 τB = 0 if B ∩ A ̸= ∅.
(X,B)上の場合 τ(D) = 0 if ∃D ∈ D s.t. D ⊂ A.



証明 (a) N上の集合関数の場合に示す。
必要性: A が完全零集合であるとするとき，B ⊂ A が τB ̸= 0 であるものが存在す
るとする。m = min

B⊂A,τB ̸=0
|B| と置く。|B| = m と なる B ⊂ A を一つ選ぶ。(背理法の

仮定からm ∈ Nとして存在する) このとき

µ(B) =
∑
C⊂B

τC = τB +
∑
C⊊B

τC .

B の定め方からC ⊊ B すなわち |C| < |B| ならば τC = 0 なので

µ(B) = τB ̸= 0.

となり B ⊂ A であるので A が完全零集合であることに矛盾する。
十分性: B ⊂ A がすべて τB = 0 を満たすとき任意の A′ ⊂ A に対して

µ(A′) =
∑

B⊂A′(⊂A)

τB = 0.

となり Aが完全零集合であることがわかる。
(b) N上の集合関数の場合に示す。
必要性: A が強零集合であるとするとき，τB ̸= 0, B ∩ A ̸= ∅ とする。このとき

∃a ∈ B ∩ A である。
m = min

a∈B′,τB′ ̸=0
|B′|

と置くと m > 0 となるが，必要なら入れ替えることにより |B| = m, a ∈ B, τB ̸= 0 と
なるとしてよい。
このとき

µ(B) =
∑
C⊂B

τC

=
∑

C⊂B,a∈C

τC +
∑

C⊂B\{a}

τC

第一項についてa ∈ C ⊊ B であれば m の最小性から τC = 0 となるので，

第一項 = τB +
∑

C⊊B,a∈C

τC

= τB ̸= 0

よって
µ(B) = τB +

∑
C⊂B\{a}

τC = τB + µ(B \ {a}).

これは，µ(B) ̸= µ(B \ {a}) を意味し，{a} ⊂ A であるのでA が強零集合であること
に矛盾する。



十分性: 仮定より C ∩A ̸= ∅ であれば τC = 0 であるので，任意の S ⊂ N と B ⊂ A

に対して

µ(B ∪ S) =
∑

C⊂B∪S

τC

=
∑
C⊂S

τB +
∑

C⊂B∪S,C∩A ̸=∅

τC

=
∑
C⊂S

τC = τ(S)

□
次に零加法性について議論する。これも完全零集合に関する考察をすることで，メ
ビウス変換との関連が得られる。

定義 8 (零加法性，完全零加法性)

(a) 集合関数 µ が零加法的 (完全零加法的)であるとは任意の零集合 (完全零集合)

A と任意の B ∈ B (または B ⊂ N) に対して，

µ(B) = µ(B ∪ A)

を満たすこととする。

(b) 集合関数 µ が弱零加法的 (完全弱零加法的)であるとは任意の２つの零集合 (完
全零集合)A,B に対してA ∪ B が 零集合 (完全零集合)であることとする。

完全零加法的であるとは，任意の完全零集合が強零集合になることでもある。
完全零加法性，完全弱零加法性については次の性質が成り立つ。

補題 9 (a) N上の集合関数 µ が完全零加法的であることと次が同値である。

(A ⊂ N, ∃a ∈ A, s.t. µ({a}) = 0) ⇒ τA = 0.

(a)’ (X,B)上の集合関数 µ が完全零加法的であることと次が同値である。

(D = {Dk}nk=1 ⊂ D, ∃k ≤ n s.t. µ(Dk) = 0) ⇒ τ(D) = 0.

(b) N上の集合関数 µ が完全弱零加法的であることと次が同値である。

(A ⊂ N, µ({a}) = 0 ∀a ∈ A) ⇒ τA = 0.

(b)’ (X,B)上の集合関数 µ が完全弱零加法的であることと次が同値である。

(D = {Dk}nk=1 ⊂ D, µ(Dk) = 0 ∀k ≤ n) ⇒ τ(D) = 0.



証明 (a), (b) のみを示す。((a)’,(b)’ はそれらと本質的に同等。)

(a) ∃a ∈ A, µ({a}) = 0 s.t. τA ̸= 0 とする。
m = min

a∈B,τB ̸=0
|B|

とすると仮定からm ∈ Nとして存在するので，必要なら入れ替えることで，|A| = m

としてよい。B ⊊ A, a ∈ B であれば m の定め方から τB = 0 であるから，
µA =

∑
B⊂A

τB

= τA +
∑

B⊊A,a∈B

τB +
∑

B⊂A\{a}

τB

= τA +
∑

B⊂A\{a}

τB

= τA + µ(A \ {a}) ̸= µ(A \ {a})

よって µ が完全零加法的ではないことになり，十分性が証明された。
必要性の証明のために，

a ∈ C, µ({a}) = 0 ⇒ τC = 0

を仮定する。A を完全零集合, B ⊂ N とするとき仮定より C ∩A ̸= ∅ であれば τC = 0

が成り立つ。ここに一般性を失うことなく A ∩B = ∅ としておくと，
µ(A ∪ B) =

∑
C⊂A∪B

τC

=
∑
C⊂B

τC +
∑

C⊂B∪A,C∩A ̸=∅

τC

=
∑
C⊂B

τC = µ(B)

となり必要性を得る。
(b)

A ⊂ N, µ({a}) = 0 ∀a ∈ A, τA ̸= 0

となる A があったとする。以前の議論と同様に A はこの様な性質を持つ集合の中で
個数が最小のものとしてよい。すなわち A′ ⊊ A であれば τA′ = 0 である。このとき
a0 ∈ A を任意に定めると 仮定より µ({a0}) = 0 これは１点集合なので完全零集合。A

の個数最小性より， B ⊊ A であれば τB = 0であるので任意の C ⊂ A \ {a0} に対して
µ(C) =

∑
B⊂C

τB =０

となり, A \ {a0} が完全零集合であることがわかる。
µ(A \ {a0} ∪ {a0}) = µ(A)

=
∑
B⊂A

τB

=
∑
B⊊A

τB + τA

= τA ̸= 0



となるので弱零加法性が成り立たないことになる。よって十分生を得られた。

A ⊂ N, µ({a}) = 0 ∀a ∈ A ⇒ τA = 0

を仮定し，A,B を完全零集合とするときC ⊂ A ∪ B に対してµ({a}) = 0, ∀a ∈ C で
あるから仮定より τC = 0 (∀C ⊂ A ∪ B)。 よって

µ(A ∪B) =
∑

C⊂A∪B

τC = 0

となり必要性も示された。 □
続いてショケ積分を定めメビウス変換との関連について述べる。

定義 10 (G.Choquet[19])

µ を (X,B) 上の集合関数, f を (X,B) 上の非負可測関数とするとき

ρ(r) = ρf (r) = µ({x : f(x) ≥ r}).

により分布関数 ρ(r) を定める。この分布関数を用いて fのショケ積分を次で定める。∫ ch

fdµ =

∫ ∞

0

ρ(r)dr.

有限集合上のショケ積分については次の性質が成り立つ。

補題 11 µ を N 上の集合関数，f を N上の非負関数とする。この時次が成り立つ。∫ ch

fdµ =
∑
B⊂N

min
x∈B

f(x)τB.

証明 N = {xk}nk=1, 0 ≤ f(x1) ≤ · · · ≤ f(xn)であるとする。yk = f(xk) (k = 1, . . . , n),

y0 = 0 と置くとき，r > f(xn) = yn ⇒ ρ(r) = 0 であるので∫ ch

fdµ =

∫ ∞

0

ρ(r)dr =

∫ yn

0

ρ(r)dr

=
n∑

k=1

∫ yk

yk−1

ρ(r)dr

=
n∑

k=1

∫ yk

yk−1

ρ(r)dr (3)

r ∈ (yyk−1, yk] であるとき

ρ(r) = µ({x : f(x) ≥ r}) = µ({x : f(x) ≥ yk}) = ρ(yk).



となる。 yn+1 = f(xn) + 1 と置くとρ(yn+1) = 0 であるので

(3) =
n∑

k=1

∫ yk

yk−1

ρ(yk)dr

=
n∑

k=1

ρ(yk)(yk − yk−1)

=
n∑

k=1

ρ(yk)yk −
n∑

k=1

ρ(yk)yk−1

=
n∑

k=1

ρ(yk)yk −
n−1∑
k=0

ρ(yk+1)yk

=
n−1∑
k=1

yk(ρ(yk)− ρ(yk+1)) + ρ(yn)yn − ρ(y1)y0

=
n∑

k=1

yk(ρ(yk)− ρ(yk+1)) (4)

ここに，ρ(yn+1) = ρ(yn + 1) = 0, y0 = 0 であることを用いている。
Ak = {xk, xk+1, . . . , xn} と置くと (An+1 = ∅ として) k = 1, 2, . . . , n + 1 に対して

ρ(yk) = µ(Ak) が成り立つ。

(4) =
n∑

k=1

yk

∑
B⊂Ak

τB −
∑

B⊂Ak+1

τB


=

n∑
k=1

yk

( ∑
B⊂Ak,xk∈B

τB

)
(5)

B ⊂ Ak, xk ∈ B であれば yk = f(xk) = min
x∈B

f(x) であるので，

(5) =
n∑

k=1

∑
B⊂Ak,xk∈B

ykτB

=
n∑

k=1

∑
B⊂Ak,xk∈B

min
x∈B

f(x)τB

=
∑
B⊂N

min
x∈B

f(x)τB

となり求める結果を得る。 □
この性質によりショケ積分は，メビウス変換の線形結合で表すことができる。ある
種の定量化が，ある (有限)集合上に定義される関数毎に数値が対応するような状況で，
一定量のデータが得られている場合に，ショケ積分で近似されることを仮定する事で，
内在する集合関数を近似することができる。例えば，車の性能を燃費や可測，操作性
といった性能，外見や内装といった意匠的観点などについてそれぞれ定量化している
として，別に定量化した総合評価 (人気度など)をこれらの項目を使って表現したい場
合に，ショケ積分を用いた集合関数の同定が有効である。その場合，一般にはパラメー



タ数は集合要素数の指数オーダーでの発散となるため，k‐加法性を仮定した解析が実
用的であることが多い。
続いてシャープレイ値とメビウス変換との関連について述べる。

定義 12 µ を N上の集合関数とする。x ∈ N のシャープレイ値を次で定める。

ϕ(x) = ϕµ(x) =
∑

A⊂X\{x}

|A|!(|N | − |A| − 1)!

|N |!
(µ(A ∪ {x})− µ(A))

シャープレイ値は，注目する要素が対応する集合関数で見た時にどの程度貢献してい
るかを数値化したものであるが，次の性質を用いてメビウス変換を通してみた方が意
味が分かりやすいかもしれない。

補題 13 µ を N上の集合関数とするとき次が成り立つ。

ϕ(x) =
∑

x∈A⊂N

1

|A|
τA.

証明 補題 2 (a) より，x ̸∈ A に対して次が成り立つ。

µ(A ∪ {x})− µ(A) =
∑

B⊂A∪{x}

τB −
∑
B⊂A

τB

=
∑
B⊂A

τB∪{x}

ϕ(x) =
∑

A⊂N\{x}

|A|!(|N | − |A| − 1)!

|N |!
(µ(A ∪ {x})− µ(A))

=
∑

A⊂N\{x}

|A|!(|N | − |A| − 1)!

|N |!
∑
B⊂A

τB∪{x}

=
∑

B⊂N\{x}

( ∑
B⊂A,a ̸∈A

|A|!(|N | − |A| − 1)!

|N |!

)
τB∪{x}

このとき ∑
B⊂A,a ̸∈A

|A|!(|N | − |A| − 1)!

|N |!
=

1

|B|+ 1

を示せばよい。
B ⊂ A ⊂ N \ {x}, m = |B| のとき，

m ≤ |A| ≤ |N | − 1

j = |A| −m と置くとき，j は 0 ≤ j ≤ |N | −m − 1 満たす範囲で動く。|A| = j +m

のとき
|A|!(|N | − |A| − 1)!

|N |!
=

(j +m)!(|N | − 1− j −m)!

|N |!



となるが，|A| = j +m となるのは |N |−1−mCj 通りあるので，示すべき式は
|N |−m−1∑

j=0

|N |−1−mCj ×
(j +m)!(|N | − 1− j −m)!

|N |!
=

1

m+ 1
. (6)

となる。これを |N |に関する帰納法で示す (|N | ≥ m+ 1)。
|N | = m+ 1 のとき，次のように成り立つ。

(6) =
0∑

j=0

0Cj
(j +m)!(0− j)!

(m+ 1)!
=

1

m+ 1
.

|N | > m+ 1 のとき |N ′| = |N | − 1 の場合の成立を仮定する。このとき

(6)左辺 =
1

m+ 1

=

|N |−2−m∑
j=0

|N |−2−mCj
(j +m)!(|N | − 2− j −m)!

(|N | − 1)!

=

|N |−2−m∑
j=0

(|N | − 2−m)!

j!(|N | − 2−m− j)!
× (j +m)!(|N | − 2− j −m)!

(|N | − 1)!

=

|N |−2−m∑
j=0

(|N | − 2−m)!(j +m)!

j!(|N | − 1)!

両辺に |N | − 1−m

|N |
をかけて

|N | − 1−m

|N |(m+ 1)

=
|N | − 1−m

|N |
×

|N |−2−m∑
j=0

(|N | − 2−m)!(j +m)!

j!(|N | − 1)!

=

|N |−2−m∑
j=0

(|N | − 1−m)!(j +m)!

j!(|N |)!

級数の中の項は j = |N | − 1−m では
(|N | − 1−m)!((|N | − 1−m) +m)!

(|N | − 1−m)!(|N |)!
=

1

|N |

この値を両辺に加えると
|N |−1−m∑

j=0

(|N | − 1−m)!(j +m)!

j!|N |!

=
|N | − 1−m

|N |(m+ 1)
+

1

|N |
=

1

m+ 1

よって N の時に成り立つ。 □



3. 抽出空間 [12]

(X,B) を可測空間とする。正の整数 k に対して X [k], X [≤k] を次で定義する。

X [k] = {{xj}kj=1 : xj ∈ X, j ≤ k}.
X [≤k] = {{xj}nj=1 : n ≤ k, xj ∈ X, j ≤ n}.

同様に 可測集合 A ∈ B に対して，制限抽出 A[k], A[≤k]を次で定める。

A[k] = {{xj}kj=1 : xj ∈ A, j ≤ k}.
A[≤k] = {{xj}nj=1 : n ≤ k, xj ∈ A, j ≤ n}.

注意 抽出空間や制限抽出の要素 {xj}nj=1 ∈ X [≤k] はX の有限部分集合なので, xj ̸= xj′

if j ̸= j′ (j, j ′ ≤ n ≤ k) を満たす.

X [≤k] 上の σ-集合体B[≤k]を次で定める。

B[≤k] = σ({A[≤k] : A ∈ B}),

ここに， σ(· · · ) は · · · 部を含む最小の σ-集合体とする。
これらを用いて構成的 k‐加法性を次のように定める。

定義 14 可測空間上の集合関数 µが構成的k-加法性を持つ( k ∈ N)とは，(X [≤k],B[≤k]
)

上の (有界)実測度νが存在して

µ(A) = ν
(
A[≤k]

)
, ∀A ∈ B.

を満たすこととする。この時実測度 ν を µ に関する構成測度と呼ぶ。
注意 有限集合 N 上の集合関数 µ は，メビウス変換 {τB}B⊂N を用いると，任意の
A ⊂ N に対して，

µ(A) =
∑
B⊂A

τB (7)

を満たすことを 補題2 で示した。(この資料におけるメビウス変換の定義ではほぼ自明
な性質である。)

全体集合が有限である場合は，べき集合は k を全体集合の要素数とした抽出空間と
考えてよい。メビウス変換の集合ごとの値をポイントマスと考えると，(7) は構成的 k-

加法性の定義そのものである。この様な意味で有限集合上の集合関数は全て構成的 k-

加法性を持つとみることができる。デンプスター・シェイファー理論における基本確
率割り当ては，有限集合のべき集合上に確率測度を考えそれをメビウス変換として集
合関数を再構成するもので，構成測度として確率測度を考えた場合に相当する。この
場合は，単調で優加法的な集合関数になる。デンプスター・シェイファー理論の詳細
については，[3] (菅野,室伏) に説明があるので，ここでは紹介を割愛する。
非離散的集合関数としての，構成的k‐加法性は [11] において紹介されているが，構
成測度は抽出空間ではなく直積空間Xn 上に定義されている。次の例でみるように，そ
の場合構成測度に一意性がないことがわかる。



例 15 X = {a, b}, B = 2X とし，集合関数 µ を

µ(∅) = 0, µ({a}) = µ({b}) = µ({a, b}) = 1.

と定める。X2 = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)} とし，可測空間としてのσ-集合体はべき集
合を考える。ここで X2 上の測度 ν,ν ′ として次のものを考える。

ν : ν({(a, a)}) = ν({(b, b)}) = 1, ν({(a, b)}) = −1, ν({(b, a)}) = 0

ν ′ : ν ′({(a, a)}) = ν ′({(b, b)}) = 1, ν ′({(a, b)}) = 0, ν ′({(b, a)}) = −1

このとき ν ̸= ν ′ であるがA = {a}, {b}, {a, b} の全てに対して

ν(A2) = ν ′(A2)

が成り立つ。ちなみに 抽出空間上では {{a, b}} = {{b, a}} = (集合としては同じ) であ
るので，この例でも一意性を持っている。
続いて一般に 構成的 k‐加法性を持つ集合関数に対して，構成測度が抽出空間上一意
に定まることを説明する。まずは抽出空間上に次のような集合族を考える。

定義 16 k ∈ N または k = ∞ とし， k = ∞ の場合 n ≤ k は n の大きさに制限がな
いことを表すこととする。
(a)

D = {D = {D1, D2, . . . , Dn} : n ∈ N, D1, D2, . . . , Dn ∈ Bは互いに素}

D = {D1, D2, . . . , Dn} ∈ D に対して, |D| = n, ∪D =
n⋃

j=1

Dj と定める。

(b) D = {Dj}nj=1 ∈ D に対して，

Γk(D) = Γk(D1, . . . , Dn)

= {{xi}mi=1 ⊂ ∪D,m ≤ k, {xi}mi=1 ∩Dj ̸= ∅, ∀j ≤ n}

k < n のとき Γk(D) = ∅.

(c)

Gk = {Γk(D) : D ∈ D|D| ≤ k}

.

(d)

Ak =

{
n⋃

j=1

Gj, Gj ∈ Gk : n ≤ k, {Gj}nj=1 :互いに素
}

.

上で定めた記号において下付きの k が省略される場合，k = ∞ であるとする。

命題 1 上で定めた Ak は集合体になる。(全体集合，空集合を含み，補集合，有限和で
閉じている。)



証明.

全ての A ∈ B に対して A[≤k] = Γk({A}) = Γk(A) である。特に全体集合，空集合に
対しては. X [≤k], ∅ = ∅[≤k] ∈ A.

D = {D1, . . . , Dn} ∈ D (|D| ≤ k) を任意のD の要素とするとき，. Γk(D)c ∈ Aを示
す。{xj}mj=1 ̸∈ Γk(D) であれば，次のどれかを満たすことになる。

1. {xj}mj=1 ∈ G1 = {(
⋃n

i=1 Di)
c}[≤k]

.

2. {xj}mj=1 ∈ G2 = Γk((
⋃n

i=1 Di)
c
,
⋃n

i=1 Di).

3. {xj}mj=1 ∈ (
⋃n

i=1 Di)
[≤k]

and {xj}mj=1 ̸∈ Γk(D).

このとき G1 ∩G2 = ∅ であり， {xj}mj=1 ̸∈ G1 ∪G2 であれば，3. の条件を満たすこと
になる。次に G′

1, G
′
2, . . . , G

′
n を次のように定める。

4. Set G′
1 =

(⋃n
j=2 Dj

)[≤k]

.

5. Set G′
j = Γk(D1, · · · , Dj−1,

⋃n
ℓ=j+1 Dℓ) for 1 < j < n.

6. Set G′
n = Γk(D1, · · · , Dn−1).

{xj}mj=1 ∈ (Γk(D))c が ∩G1にも G2 にも属していない場合は，G′
1, . . . , G

′
n, の何れかに

属することになる。これらは互いに素なので，

(Γk(D))c = G1 ∪G2 ∪G′
1 ∪ · · · ∪G′

n ∈ G.

であることがわかる。
引き続き, G の要素の任意の 2つの共通部分が Aに属することを示す。. Γk(D1)

(D1 =
{
D

(1)
i

}n1

i=1
), Γk(D2) (D2 =

{
D

(2)
i

}n2

i=1
) をG. の任意の要素とし，G1 =

⋃n1

i=1 D
(1)
i ,

G2 =
⋃n2

j=1 D
(2)
j と置く。このとき i ≤ n1, j ≤ n2 に対して，

Di,j = D
(1)
i ∩D

(2)
j ,

Dn1+1,j = (Gc
1) ∩D

(2)
j , Di,n2+1 = D

(1)
i ∩ (Gc

2),

と定める。任意の i ≤ n1に対して {Di,j}n2+1
j=1 は D

(1)
i の分割であり, 任意の j ≤ n2 に

対して {Di,j}n1+1
i=1 は D

(2)
i の分割である。

D∗ =

{
{Di1,j1 , · · · , Din,jn} : n ≤ k,

{iℓ}ℓ≤n ⊃ {1, . . . , n1}
{jℓ}ℓ≤n ⊃ {1, . . . , n2}

}
.

と置くと
Γk(D1) ∩ Γk(D2) =

⋃
D∈D∗

Γk(D) ∈ A.

を得る。
任意の2つの A の要素は，それぞれ G の要素の互いに素な有限和で表される。それ

らの和集合は，それぞれのグループ間での共通部分の和で表現できるが，上の議論か
らそれら一つずつが A の要素であることがわかるので，求める結果を得る。 □



A の要素は A[≤k] およびその補集合の有限和および共通部分で表すことができるの
で，(帰納的に個数の少ないもので表現できるものを取り去ることで定めることができ
る）, σ(A) = σ({A[≤k] : A ∈ B}) が成り立つ。
次の性質は，この節の以後の議論に必要なだけでなく，定式的な k‐加法性の定義や
関連する性質を考える上での基礎となるものである。

命題 2 [14] µを (X,B)上の集合関数，τ を対応するメビウス変換とする。D1, D2, . . . , Dn, D,D′ ⊂
B が互いに素であるとき

D0 = {D1, D2, . . . , Dn} ∈ D.

は次の等式を満たす。
τ(D0 ∪ {D ∪D′}) = τ(D0 ∪ {D}) + τ(D0 ∪ {D′}) + τ(D0 ∪ {D,D′}) (8)

表記について D = {D1, . . . , Dn−1, Dn} ∈ D であるときD′ = {D1, . . . , Dn−1}と {Dn}
を用いてD = D′ ∪ {Dn} と表記することにする。
証明 |D0| に関する帰納法を用いて示す。|D0| = 0 の場合は, τ の定義より

τ({D1 ∪D′
1}) = µ(D1 ∪D′

1)

= τ({D1}) + τ({D′
1}) + τ({D1, D

′
1})

を得るので，成り立つ。
任意の n ∈ N を固定して |D0| ≤ n − 1 の場合の成立を仮定し，|D0| = nの場合を
示す。

µ(∪ (D0 ∪ {D,D′})) = µ(∪ (D0 ∪ {D ∪D′}))
=

∑
F⊂D0∪{D∪D′}

τ(F)

=
∑
F⊂D0

τ(F) +
∑
F⊂D0

τ(F ∪ {D ∪D′})

= µ(∪D0) +
∑
F⊂D0

τ(F ∪ {D ∪D′}) (9)

帰納法の仮定より |F| < n の場合すなわちF ̸= D0 の場合は次のように (8) を満たす。
τ(F ∪ {D ∪D′}) = τ(F ∪ {D}) + τ(F ∪ {D′}) + τ(F ∪ {D,D′})

したがって
(9) = µ(∪D0) +

∑
F⊊D0

τ(F ∪ {D}) +
∑
F⊊D0

τ(F ∪ {D′})

+
∑
F⊊D0

τ(F ∪ {D,D′}) + τ(D0 ∪ {D,D′}) (10)

(9) の最左辺を基に変形すると，
(9) = µ(∪D0) +

∑
F⊊D0

τ(F ∪ {D}) +
∑
F⊊D0

τ(F ∪ {D′}) +
∑
F⊊D0

τ(F ∪ {D,D′})

+τ(D0 ∪ {D}) + τ(D0 ∪ {D′}) + τ(D0 ∪ {D,D′}) (11)



(10) と (11) を比較すると

τ(D0 ∪ {D ∪D′}) = τ(D0 ∪ {D}) + τ(D0 ∪ {D′}) + τ(D0 ∪ {D,D′})

を満たすこととなり。 |D0| = n の場合にも成り立つことが分かった。 □

命題 3 µ を構成的 k-加法性を持つ集合関数, τ を対応するメビウス変換, µ[≤k] を対応
する構成測度とするとき，全てのD ∈ Dk. に対して，次が成り立つ。

τ(D) = µ[≤k](Γk(D)),

証明 n = |D|. に関する帰納法により示す。n = 1 のとき D = {D} と置くと，. τ の
定義と構成測度の満たすべき性質から

τ(D) = µ(D) = µ[≤k](D[≤k]) = µ[≤k](Γk(D))

. k 以下の自然数 n に対して D = {D1, D2, . . . , Dn} ∈ D を固定し n− 1 までの成立を
仮定する。(帰納法の仮定).

D1 = {D1, D2, . . . , Dn−1}
D2 = {D1, D2, . . . , Dn−2, Dn}
D3 = {D1, D2, . . . , Dn−2, Dn−1 ∪Dn}

と置くと，命題 2 より，

τ(D3) = τ(D1) + τ(D2) + τ(D)
τ(D) = τ(D3)− τ(D1)− τ(D2)

帰納法の仮定より

τ(D) = µ[≤k] (Γk(D3))− µ[≤k] (Γk(D1))− µ[≤k] (Γk(D2))

Γk(D1),Γk(D2) ⊂ Γk(D3) Γk(D1) ∩ Γk(D2) = ∅ であるので，

µ[≤k] (Γk(D3))− µ[≤k] (Γk(D1))− µ[≤k] (Γk(D2))

= µ[≤k] (Γk(D3) \ (Γk(D1) ∪ Γk(D2)))

= µ[≤k] (Γk(D))

となり，この場合にも成り立つことがわかる。 □
以上の議論より，σ集合体を生成する集合体上での測度の値が，メビウス変換で決
定され，メビウス変換は集合関数から一意に定まることから次の定理を得る。

定理 17 構成的な k-加法性を持つ集合関数 µに対して，構成測度 µ[≤k] は (X [≤k],B[≤k])

上の測度として一意に定まる。 □



4. 定式的 k-加法性 [14]

定式的な意味でのk-加法性は [14]において次のように定義された。

定義 18 (X,B) 上の集合関数 µ が定式的にk‐加法性 (k ∈ N) を持つとは対応するメ
ビウス変換 τ が

|D| > k ⇒ τ(D) = 0.

を満たすこととする。
有限集合上で定義される集合関数に対する k‐加法性を考えると，自然な拡張である
と考えられるが，「加法性」の一般化としての性質は次の命題で特徴づけられる。この
性質の証明には 命題 2 が重要な役割をはたしている。

定理 19 µ を (X,B) 上の集合関数，τ を対応するメビウス変換とするとき次は同等で
ある。

(a) µ が定式的な k‐加法性を持つ.

(b) D ∈ D が |D| = k + 1 に対して τ(D) = 0.

(c) D ∈ D, |D| = k − 1 であれば，A,B ∈ B, A ∩B = ∅, (A ∪B) ∩ (∪D) = ∅ であ
れば

τ(D ∪ {A ∪B}) = τ(D ∪ {A}) + τ(D ∪ {B})

が成り立つ。

証明 ((a)⇒(b)) は (b) の方が条件が弱いので自明。
((b)⇒(c)) 命題 2 より

τ(D ∪ {A,B} = τ(D ∪ {A}) + τ(D′ ∪ {B}) + τ(D ∪ {A,B}).

|D ∪ {A,B}| = k + 1より τ(D ∪ {A,B}) = 0. よって

τ(D ∪ {A,B} = τ(D ∪ {A}) + τ(D′ ∪ {B}).

((c)⇒(a)) |D| = k+ i とし， i ∈ N であれば τ(DD) = 0 を i に関する帰納法で示す。
|D| = k + 1 の時 D = D′ ∪ {A,B} (|D′| = k − 1) であるとするとA,B および D′ に
属する集合は互いに素になるので，

τ(D ∪ {A ∪ B}) = τ(D ∪ {A}) + τ(D′ ∪ {B}).

他方 命題2 より

τ(D ∪ {A ∪ B}) = τ(D ∪ {A}) + τ(D′ ∪ {B}) + τ(D′ ∪ {A,B}).

上記2式を比較して
τ(D′ ∪ {A,B}) = τ(D) = 0.



|D| = k+i−1(i ≥ 2)の時までの成立を仮定するとき,同様に |D| = k+i, D = D′∪{A,B}
(|D′| = k + i− 2) であるとすると命題2 より

τ(D ∪ {A ∪ B}) = τ(D ∪ {A}) + τ(D′ ∪ {B}) + τ(D′ ∪ {A,B}).

帰納法の仮定より

τ(D ∪ {A ∪ B}) = τ(D ∪ {A}) = τ(D′ ∪ {B}) = 0

よって， τ(D′ ∪ {A,B}) = τ(D) = 0. □

補題 20 D = {D1, D2, . . . , Dn−1} ∈ D, A,B ∈ B が

(∪D) ∩ A, (∪D) ∩B, A ∩ B = ∅

であるとき

Γk(D ∪ {A ∪B}) = Γk(D ∪ {A}) ∪ Γk(D ∪ {B}) ∪ Γk(D ∪ {A,B})

と表され，右辺の3つの集合は互いに素である。
注意 k = n のとき |D ∪ {A,B}| = k + 1なのでΓk(D ∪ {A,B}) = ∅ となり次が成り
立つ。

Γk(D ∪ ∥A ∪B}) = Γk(D ∪ {A})) ∪ Γk(D ∪ {B}))

証明 {xj}nj=1 ∈ Γk(D ∪ ∥A ∪B}) は D1, . . . , Dn−1の要素，および A ∪B の要素を少
なくとも一つずつ持つ (複数でもよい)。このとき D1, . . . , Dn−1の要素を持つことに加
えて次の何れかが成り立つ。

(a) A の要素だけを持つ。

(b) B の要素だけを持つ。

(c) A,B の要素を持つ。

これらは同時に成り立つことはなく，それぞれ

Γk(D ∪ {A})), Γk(D ∪ {B})), Γk(D ∪ {A,B})

に対応している。よって求める結果を得る。 □
上の補題を用いると次の命題を示すことができる。

命題 4 構成的 k-加法性を持つ集合関数 µ は，定式的 k-加法的でもある。
証明 定理 19 より, τ をµ のメビウス変換とするとき，D ∈ D, |D| = k− 1, A,B ∈ B,
∪D ∩ A,∪D ∩ B,A ∩ B = ∅ に対して，

τ(D ∪ {A ∪ B}) = τ(D ∪ {A}) + τ(D ∪ {B}).



が成り立つことを示せばよい。 構成測度を µ[≤k] とおくとき，命題 3 より
µ[≤k](Γk(D, {A ∪B}) = τ(D ∪ {A ∪ B})

µ[≤k](Γk(D, {A}) = τ(D ∪ {A})
µ[≤k](Γk(D, {B}) = τ(D ∪ {B})

補題 20 (注意)より互いに素な和として
Γk(D, {A ∪ B}) = Γk(D, {A}) ∪ Γk(D, {B})B}).

が成り立つので求める結果を得る。 □

5. 歪測度のk-加法性 [14, 15]

定義 21 (X,B)上の集合関数 µ が歪測度であるとは (X,B)上の正値有限測度 ν と
f(0) = 0を満たすボレル可測関数 f を用いて µ(A) = f(ν(A)) と表される事とする。
このとき 関数f を歪関数と呼ぶ。
歪関数 f が単調非減少であるとき，ファジィ測度になる。

補題 22 [14, 15] µ を (X,B)上の集合関数で歪測度を f とする歪測度であるとする。
f が k次の多項式で f(0) = 0 を満たせば，µ は構成的かつ定式的にk‐加法性を持つ。
証明 いずれの場合も, k‐加法性は和について閉じているので，有界測度 (確率測度で
もよい) ν に対してνj (j ≤ k) が k‐加法的であることを示せばよい。j-加法的であれ
ば, j + 1 加法的であるので，νk の k‐加法性を示せば十分。以下それぞれの場合につ
いてこれを示す。
構成的 k-加法性 (Xk,Bk, νk) を k次の直積測度とする。この時任意の A に対して

µ(A) = ν(A)k = νk(Ak)となる。(xj)
k
j=1 ∈ Xk に対して {xj}kj=1 ∈ X [≤k] (同じものは取

り除き有限集合としたもの) を対応させる写像を ϕ と置くときµ[≤k](E) = νk(ϕ−1(E))

によりµ[≤k] を定めると，(X [≤k],B[≤k]) 上の有限測度でϕ−1(A[≤k]) = Ak より µ(A) =

µ[≤(]A[≤k]) を満たし，これが構成測度であることがわかる。
定式的k-加法性 上の議論より µ は構成的k-加法性を持つことがわかり，命題 4 よ
り，構成的k-加法性 であれば定式的にもk-加法性である事がわかるので，µ は定式的
k‐加法性を持つ。 □
次のような条件下では，k加法性を持つ歪測度の形をある程度特定することができる。

定義 23 (X,B) 上の非負有限測度 ν が強ダルブー性を持つとは，任意の ν(A) > 0 な
る A ∈ B と 0 < t < ν(A) を満たす t に対してν(B) = t, B ⊂ A を満たす B ∈ B が存
在することとする。

補題 24 n ∈ N, f : [0,M ] → R: n 回連続的微分可能であるとする。

∆nf(x, h) =
n∑

ℓ=0

(−1)n−ℓ
nCℓf(x+ ℓh)

と定めるとき任意の x ∈ (0,M)に対して次が成り立つ。

lim
h→0

∆nf(x, h)

hn
= f (n)(x).



証明
∆1f(x, h) = (−1)1f(x)− (−1)0f(x+ h) =

∫ 1

0

f(x+ th)hdt.

一般に j < n に対して

∆jf(x+ h, h)−∆jf(x, h)

=

j∑
ℓ=0

(−1)j−ℓ
jCℓf(x+ h+ ℓh)−

j∑
ℓ=0

(−1)j−ℓ
jCℓf(x+ ℓh)

=

j+1∑
ℓ=1

(−1)j−(ℓ−1) j!

(j − (ℓ− 1))!(ℓ− 1)!
f(x+ ℓh)

+

j∑
ℓ=0

(−1)j+1−ℓ j!

(j − ℓ)!ℓ!
f(x+ ℓh)

= (−1)j+1 j!

j!
f(x) + (−1)0

j!

(j!
f(x+ (j + 1)h)

+

j∑
ℓ=1

(−1)j+1−ℓ

(
j!

(j + 1− ℓ)!(ℓ− 1)!
+

j!

(j − ℓ)!ℓ!

)
f(x+ ℓh)

= (−1)j+1 j!

j!
f(x) + (−1)0

j!

j!
f(x+ (j + 1)h)

+

j∑
ℓ=1

(−1)j+1−ℓ (j + 1)!

(j + 1− ℓ)!ℓ!
f(x+ ℓh)

=

j+1∑
ℓ=0

(−1)j+1−ℓ
j+1Cℓf(x+ ℓh)

= ∆j+1f(x, h)

よって，帰納的に

∆nf(x, h) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f (n)(x+ t1h+ · · ·+ tnh)h
ndt1 · · · dtn

を得る。 従って
∆nf(x, h)

hn
=

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f (n)(x+ t1h+ · · ·+ tnh)dt1 · · · dtn

→ f (n)(x) as h → 0.

となり，求める結果を得る。 □
これを用いると強ダルブー性のある時に 定式的 k‐加法性のある歪測度の形が次の
ように特徴づけられる。

定理 25 (X,B) 上の集合関数 µ が, 強ダルブー性を持つ非負有限測度 ν と [0, ν(X)]

を含む開区間上で k回連続的微分可能な関数 f を用いてµ(A) = f(ν(A)) (A ∈ B) と
表されるとき，次は同値。
(a) µ は定式的k‐加法性を持つ。



(b) µ は構成的k‐加法性を持つ。

(c) f は f(0) = 0 を満たす k次 (以下)の多項式である。

証明 (c) ⇒ (b) は 補題 22 で，(b) ⇒ (a) は 命題 4 で示したので, (a) ⇒ (c) を示せ
ばよい。
f を歪関数, ∆k+1f(x, h) を補題 24 で定めた関数とするとき，任意の x ∈ (0, ν(X)

に対して,

lim
h→0

∆kf(x, h) = 0

を示す。この場合 補題 24 を用いて f がk 次 (以下)の多項式であることがわかる。
任意の D = {D1, . . . , Dk, Dk+1} ∈ D (|D| = k + 1) に対して，補題 5 を用いると，

τ(D) =
∑
D′⊂D

(−1)|D|−|D′|µ(∪D′)

が成り立つ。任意に与えられた x ∈ (0, ν(X))に対してと,任意の h ∈ (0, (ν(X)−x)/k)

に対して，
ν(D1) = · · · = ν(Dk) = h, ν(Dk+1) = x,

を満たすように D ∈ D を定めれば，

µ(∪D′) = f(ν(∪D′)) = f(
∑
Dj∈D′

ν(Dj)).

定式的 k‐加法性の定義から τ(D) = 0 であるので，∑
D′⊂D

(−1)|D|−|D′|f(
∑
Dj∈D′

ν(Dj)) = 0

0 =
∑

D′⊂D\{Dk+1}

(
(−1)k+1−(|D′|+1)f(x+ |Dj|h) + (−1)k+1−(|D′|)f(|Dj|h)

)

=
k∑

j=0

kCj

(
(−1)k−jf(x+ jh)− (−1)k−j)f(jh)

)
= ∆kf(x, h)−∆kf(0, h)

よって任意の x, h に対して ∆kf(x, h) = ∆kf(0, h) を得た。 補題24 により h → 0 の
とき f (k)(x) = f (k)(0) を得ることになり，f (k)が定数となるので，fはk次以下の多項
式であることがわかる。 □

6. 2つのk-加法性の同等性 [15]

集合関数が 構成的に k‐加法的であれば，定式的な k‐加法性を持つことは 命題 4 で
示した。歪測度の場合は一定の条件下で同等であるともいえる。
一般的には定式的な k‐加法性をもつ集合関数が，構成的k‐加法性を持つためには，
連続的な拡張に関するいくつかの条件を課す必要がある。この証明は [15] で示してい
るが，その時点では [12] で示した，構成測度の一意性の議論がされておらず，本稿で
設定した Ak が集合体であることや，Γk の構成測度に対する値が，メビウス変換であ



ることなどはこの時点では示されていない。これらが得られた後で見直すと，この性
質は拡張定理で必要となるいくつかの条件を課すことで得られる事がわかる。
構成測度は有限測度であることを仮定しているので，次の条件が必要となる。

定義 26 (全有界性) (X,B) 上の集合関数µ がk次の全有界性を持つとは

sup
{Γk(Dj)}nj=1∈Ak

n∑
j=1

|τ(Dj)| < ∞

を満たすこととする。
また，測度の拡張に必要な 有限加法族としての σ-加法性を次のように表現する。

定義 27 (∅ における精密連続性) (X,B) 上の集合関数µ が (∅ における) k次の精密
連続性を持つとは，{An}n∈N = {{Γ(D(n)

j )}mj=1(n)}n∈N ⊂ A が An ↘ をみたすとき
m(n)∑
j=1

τ(D(n)
j ) → 0, (as n → ∞)

を満たすこととする。
このときカラテオドリの拡張定理をもちいると次の定理を得る。

定理 28 (X,B) 上の集合関数µ が次の条件を満たすとき構成的なk‐加法性を持つ。
(a) µ は定式的な k ‐加法性を持つ。

(b) µ はk次の全有界性を持つ。

(c) µ はk次の精密連続性を持つ。

7. 強零集合と補填測度 [12]

集合関数が与えられていて，それを基礎とした関数の解析を行う場合，しかるべき尺
度が必要になる。具体的には測度の場合の Lp ノルムのようなものを考えたいが，対象
となる集合関数は，加法性や単調性もなく，何らかの工夫が必要となる。この節では
構成的 k‐加法性を持つ集合関数が与えられたとき，対応する強零集合に着目し，そ
れに適した解析の基を模索する。
まず，ジョルダン分解を用いた測度の絶対値に相当するものを設定する。

定義 29 µ を構成的な k-加法性を持つ (X,B) 上の集合関数とし，µ[≤k] を対応する構
成測度とする。. この時 ジョルダン分解の意味での測度の絶対値

∣∣µ[≤k]
∣∣ を用いて補填

測度 µ̄(A) を次で定める。

µ̄(A) =
∣∣µ[≤k]

∣∣ (Γk(A,A
c) ∪ A[≤k]).

補填測度 (一般に加法性を持つわけではない)は次の性質を満たす。

補題 30 µ を構成的な k-加法性を持つ (X,B) 上の集合関数とし，µ̄ を対応する補填測
度とする。.



(a) µ̄ は短調で，劣加法的である。

· A ⊂ B (A,B ∈ B) ⇒ µ̄(A) ≤ µ̄(B),

· µ̄(A ∪ B) ≤ µ̄(A) + µ̄(B) ∀A,B ∈ B

(b) µ̄ は上下からの連続性がある。

· A ↘ A in B ⇒ µ̄(An) ↘ µ̄(A).

· A ↗ A in B ⇒ µ̄(An) ↗ µ̄(A).

証明 単調性は定義より自明。列加法性を示すために，任意の互いに素なA,B ∈ B に
対して

(A ∪ B)[≤k] ∪ Γk(A ∪ B, (A ∪ B)c) ⊂ A[≤k] ∪ Γk(A,A
c) ∪ B[≤k] ∪ Γk(B,Bc)

が成り立つことを示す。
{xj}mj=1 ∈ (A ∪ B)[≤k] とすると，つぎの 1‐3 のどれかが成り立つ。

1. {xj}mj=1 ⊂ A ({xj}mj=1 ∈ A[≤k]).

2. {xj}mj=1 ⊂ B ({xj}mj=1 ∈ B[≤k]).

3. {xj}mj=1 ∩ A ̸= ∅ and {xj}mj=1 ∩B ̸= ∅ ( {xj}mj=1 ∈ Γk(A,B) ⊂ Γk(A,A
c)).

{xj}mj=1 ∈ Γk(A ∪ B, (A ∪ B)c) であるときには，次の 4，5 の両方が成り立つ。

4. {xj}mj=1 ∩ A ̸= ∅ or {xj}mj=1 ∩B ̸= ∅.

5. {xj}mj=1 ∩ (Ac ∩Bc) ̸= ∅.

{xj}mj=1∩A ̸= ∅であれば, {xj}mj=1∩ (Ac∩Bc) ̸= ∅なので，{xj}mj=1 ∈ Γk(A,A
c)をみた

す。同様に {xj}mj=1 ∩B ̸= ∅ であれば{xj}mj=1 ∈ Γk(B,Bc) がなりたつ。. したがって,

µ̄(A ∪ B) =
∣∣µ[≤k]

∣∣ (Γk(A ∪B, (A ∪ B)c) ∪ (A ∪ B)[≤k])

≤
∣∣µ[≤k]

∣∣ (A[≤k] ∪ Γk(A,A
c)) +

∣∣µ[≤k]
∣∣ (B[≤k] ∪ Γk(B,Bc))

= µ̄(A) + µ̄(B).

上下からの連続性については， 補填測度が (σ-加法的な)測度を用いて定義されている
ことから明らか。 □
メビウス変換は測度の構成と密接な関係があることが示されてきたが，強零集合で

ないことの十分条件も次のように与えることができる。

命題 5 µ を (X,B) 上の集合関数で，τ を対応するメビウス変換とするとき D =

{D1, · · · , Dn} ∈ Dk が τ(D) ̸= 0 をみたせば, 任意の j ≤ n に対して Dj は強零集
合ではない。



証明 一般性を失うことなく， D1 が強零集合でないことを示せばよい。
D′ ⊂ D となる D′ でD1 ∈ D′ かつ τ(D′) ̸= 0 となるもの中の |D′| の最小値を m ≤ n

とし，それを実現する D′を一つ固定する。

D∗ = (∪D′) \D1 =
⋃

Dj∈D′,j ̸=1

Dj.

とおくと
µ(D∗) =

∑
D′′⊂D′\{D1}

τ(D′′).

µ(D1 ∪D∗) =
∑

D′′ ⊂ D′τ(D′′)

=
∑

D′′ ⊂ D′ \ {D1}τ(D′′)

+
∑

D′′ ⊂ D′ \ {D1}τ(D′′ \ {D1})

最後の行の第 2項は τ(D′) (D′′ ∪ {D1} = D′) 以外は |D′′ ∪ {D1}| < m となるので 0 と
なる。 したがって

µ(DD1 ∪D∗) = µ(D∗) + τ(D′) ̸= µ(D∗)

となるので D1 は強零集合ではない。 □
構成的 k-加法性を持つ集合関数の強零集合は先に定めた 補填測度を用いて次のよう
に条件づけられる。

定理 31 µ を構成的 k-加法性を持つ集合関数，µ̄ を対応する補填測度とする。このと
き A が強零集合であることと µ̄(A) = 0 であることとが同値である。
証明 A ∈ B が

µ̄(A) =
∣∣µ[≤k]

∣∣ (A[≤k] ∪ Γk(A,A
c)) = 0

を満たすとする。
B ∈ B を任意の可測集合 C ∈ B, C ⊂ Aを任意の A の可測部分集合とする。. A が
強零であることを示す目的では C ∩ B = ∅ として一般性を失わない。

|µ(B ∪ C)− µ(B)| =
∣∣∣µ[≤k]((B ∪ C)[≤k])− µ[≤k](B[≤k])

∣∣∣
=

∣∣µ[≤k](B[≤k] ∪ Γk(B,C) ∪ C [≤k])− µ[≤k](B[≤k])
∣∣

=
∣∣µ[≤k](Γk(B,C) ∪ C [≤k])

∣∣
≤

∣∣µ[≤k]
∣∣ (Γk(B,C) ∪ C [≤k])

≤
∣∣µ[≤k]

∣∣ (Γk(A,A
c) ∪ A[≤k]) = 0

より A が強零であることがわかる。
逆に µ̄(A) =

∣∣µ[≤k]
∣∣ (A[≤k]∪Γk(A,A

c)) > 0. を仮定する。このとき
∣∣µ[≤k]

∣∣ (A[≤k]) > 0

もしくは
∣∣µ[≤k]

∣∣ (Γk(A,A
c)) > 0が成り立つ。ここで，次のような２つの測度を考える。

ひとつは
∣∣µ[≤k]

∣∣ を A[≤k] に制限したもので，もう一つは D ∈ Dk−1(A
c)に対して，

ν(Γk−1(D)) =
∣∣µ[≤k]

∣∣ (Γk(A,D))



により定めた測度である。これらの測度に対して A は B[≤k] を生成する集合体であ
るが，
µ[≤k](A[≤k]), µ[≤k](Γk(A,A

c)) が全て 0 であれば，これらの測度は恒等的に0となり，
µ̄(A) =

∣∣µ[≤k]
∣∣ (A[≤k] ∪ Γk(A,A

c)) > 0 に反する。よって，
∣∣µ[≤k]

∣∣ (Γk(D)) ̸= 0. を満た
す D = {A,D1, . . . , Dn} ∈ Dk が存在することになり，命題 5 より，A 強零ではないこ
とが分かる。 □
続いて積分との関係について述べる。(X,B)上の非負可測関数 fに対して，分布関
数 ρf (r) を ρf (r) = µ({x : f(x) > r}) と定め，これを用いて，ショケ積分は次で定め
られていた。 ∫ ch

fdµ =

∫ ∞

0

ρf (r)dr.

パン積分は次で定義される。

定義 32 ( Q. Yang [20] )

µ を (X,B) 上の単調な集合関数，f を (X,B)上の非負可測関数とする 。このとき パ
ン積分 ∫ pan

fdµは次で定義される。∫ pan

fdµ = sup

{
n∑

j=1

ajµ(Dj) : {Dj}j≤n : X の分割 , aj ≥ 0,

(j ≤ n < ∞),
n∑

j=1

aj1Dj
(x) ≤ f(x), ∀x ∈ X

}
.

ここに
n∑

j=1

aj1Dj
(x) の形の関数を単関数とよび，

n∑
j=1

ajµ(Dj) を単関数に対する基本

和と呼ぶ。
ファジィ測度に関するショケ積分,パン積分では関数を必ずしもうまく分離できない。
次の例はその状況を示している。

例 33 X = {a, b} とし, 単調な非負集合関数 µ を次で定める。

µ({a}) = µ({b}) = 0, µ({a, b}) = 1.

このときメビウス変換は次のようになる。

τ({a}) = τ({b}) = 0, τ({a, b}) = τ({a}, {b}) = 1.

関数 f を次で定める。
f(a) = 1, f(b) = 0.

この時 分布関数は次で定める。

ρf (r) = µ({x : f(x) > r}) = µ({a}) or µ(∅) = 0.

よって, ∫ ch

fdµ =

∫ ∞

0

ρf (r)dr = 0.



この場合，f 以下になる単関数は本質的に次の2つとなる。
0× 1{a,b}, 1× 1{a} + 0× 1{b}.

このとき単関数の基本和は
0× µ({a, b}) = 0, 1× µ({a}) + 0× µ({b}) = 0.

となるので，∫ pan

fdµ = max{0× µ({a, b}), 1× µ({a}) + 0× µ({b})} = 0.

これらにより，双方とも積分値は 0 になるが，f は {a} 上で f ̸= 0 ( {x : f(x) ̸= 0} =

{a}) となる。
µ({b}) = 0 ̸= 1 = µ({a, b})(= µ({b} ∪ {a})).

従って {x : f(x) ̸= 0} は強零集合ではない。
よってショケ積分やパン積分での Lp ノルム (測度ではないのでノルムと呼んでよい
かどうか微妙ではあるが) によって，強零ではない集合上で食い違う 0 と f を分離す
ることはできない。
次に 補填測度 µ̄ に関するショケ積分による Lp-空間について考察する。

命題 6 µ を構成的な k-加法性を持つ集合関数，µ[≤k] を対応する構成測度，µ̄ を補填
測度とする。このとき 非負可測関数 fに対して次が成り立つ。∣∣µ[≤k]

∣∣ ({ω : max
x∈ω

f(x) > r}) = µ̄ ({x : f(x) > r}) .

証明 補填測度は µ̄(A) =
∣∣µ[≤k]

∣∣ (A[≤k] ∪ Γk(A,A
c)
)
(A ∈ B). と定められているので，

次を示せばよい。{
{xj}mj=1 : m ≤ k,max

j≤m
f(xj) > r

}
= {x : f(x) > r}[≤k] ∪ Γk ({x : f(x) > r}, {x : f(x) > r}c) ,

{xj}mj=1 が
max
j≤m

f(xj) > r

を満たすことと f(xj) > rを満たす j ≤ m が存在することとが同値である。後者のと
き，.全ての j ≤ m で f(xj) > r となるか，f(xj1) > r となる j1 と f(xj2) ≤ r となる
j2 の両方が存在するかのどちらかであるので，

{xj}j≤m ∈ A[≤k] ∪ Γk({x : f(x) > r}, {x : f(x) > r}c),

となり求める結果を得る。 □

定理 34 µ を構成的 k-加法性を持つ集合関数，µ̄ を対応する補填測度とする。

∥f∥p,ch = {
∫ ch

|f |pdµ̄}
1
p ,

Lp
ch = Lp

ch(dµ̄) = {f : ∥f∥p,ch < ∞}, (p ≥ 1)

とするとき，次が成り立つ。



(a) (Lp
ch(dµ̄), ∥·∥p,ch) はバナッハ空間。.

(b) 2つの関数 f, g ∈ Lp
ch は {x : |f(x) − g(x)| > 0} が強零集合のとき同一視さ

れる。

証明 (a) µ̄ をこれまで同様，ある 構成的なk-加法性を持つ集合関数の補填測度とす
る。これは単調で列加法的な上下に連続性を持つ集合関数であることが補題 30 で示さ
れている。命題 6 より，

ρ|f |p(r) = µ̄({x : |f(x)|p > r}) =
∣∣µ[≤k]

∣∣ ({ω : max
x∈ω

|f(x)|p > r}).

さらに，

∥f∥pp,ch =

∫ ch

|f |pdµ̄ =

∫
max
x∈ω

|f(x)|pd
∣∣µ[≤k]

∣∣ = ∥max
x∈ω

|f(x)|∥p
Lp(d|µ[≤k]|).

したがって,

∥f + g∥p,ch =

{∫
max
x∈ω

|f(x) + g(x)|pd
∣∣µ[≤k]

∣∣} 1
p

≤
{∫ (

max
x∈ω

|f(x)|+max
x∈ω

|g(x)|
)p

d
∣∣µ[≤k]

∣∣} 1
p

≤
{∫ (

max
x∈ω

|f(x)|
)p

d
∣∣µ[≤k]

∣∣} 1
p

+

{∫ (
max
x∈ω

|g(x)|
)p

d
∣∣µ[≤k]

∣∣} 1
p

= ∥f∥p,ch + ∥g∥p,ch.

明らかに ∥af∥p,ch = |a|∥f∥p,ch (a ∈ R), であるので ∥·∥p,ch は適当な同値類の上でのノ
ルム担っている。µ̄ は単調，劣加法的，上下に連続であるので，[21] Corollary 6.7 を
用いると完備であることもわかる.

(b) この空間では次の条件を満たすとき2つの関数f , g は同一視される。∣∣µ[≤k]
∣∣ ({ω|max

x∈ω
|f(x)− g(x)| > 0}) = 0,

これは µ̄({x : |f(x)− g(x)| > 0}) = 0 と同等である. 定理 31 により，これは
{x : |f(x)− g(x)| > 0} が強零集合であることと同値である。 □
次の命題は [22](Y. Ouyang, R. Mesiar) で示されている証明的な場合のパン積分の
線形性と, [23] で示されている単調増加収束定理より容易に導くことができる。ここで
の証明ではそのあらすじを述べる。

命題 7 ν を単調，劣加法的，上下に連続な集合関数であるとする。新たな集合関数
ν∗(: B → [0,∞]) を

ν∗(A) =

∫ pan

1Adν.

により定義するとき，ν∗(X) < ∞ であれば，ν∗(A) は (X,B) 上 σ-加法的な有限測度
である。



証明 ν が劣加法的な単調測度でるとき，(X,B)上の f, g が非負可測関数であるとき，∫ pan

(f + g)dν =

∫ pan

fdν +

∫ pan

gdν.

が成り立つ (自明に成り立つ正のスカラー倍と合わせ，これを線形性という)ことは [22]

で示されている。
A,B ∈ B を任意の互いに素な可測集合とするとき，

1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x), ∀x ∈ X.

よって，有限加法性は次のように導かれる。

ν∗(A ∪B) =

∫ pan

1A∪Bdν

=

∫ pan

1A(x)dν +

∫ pan

1Bdν

= ν∗(A) + ν∗(B).

{Aj}∞j=1 ⊂ B を互いに素な可測集合列とする。このとき fn(x) = 1∪n
j=1 Aj

(x), (n ∈ N)
で定まる関数列は単調増加で f∞(x) = 1∪∞

j=1 Aj
に収束する。よって，パン積分の単調

増加収束定理より求める結果を得る。この性質はおそらく良く知られているものと考
えられるが一般化した形での証明が [23] で確認できる。また，通常の証明は [24] に記
載している。このとき，

ν∗(
∞⋃
j=1

Aj) =

∫ pan

lim
n→∞

fndν = lim
n→∞

∫ pan

fndν =
∞∑
j=1

ν(Aj).

となり，ν∗の σ-加法性を得る . □

定理 35 ν を (X,B)上の劣加法的な単調測度で，上下の連続性を持つとする。ν∗ を命
題 7 で定めた測度とし，ν∗(X) < ∞ であるとする. このとき, (X,B) 上の任意の非負
可測関数 f に対して， ∫ pan

fdν =

∫ pan

fdν∗ (=

∫
fdν∗)

が成り立つ。
証明 n, j ∈ N に対して，

D
(n)
j =

{
x

∣∣∣∣f(x) ∈ [j − 1

2n
,
j

2n

)}
.

と置く。 f を任意の非負可測関数とする。

fn(x) =
∞∑
j=1

inf
x∈D(n)

j

f(x)1
D

(n)
j
(x).



このとき fn(x) ↗ f(x), ∀x ∈ X をみたすので，単調増加収束定理 (既出 [23, 24]) を用
いて,

lim
n→∞

∫ pan

fndν
∗ =

∫ pan

fdν∗.

を得る。したがって，任意の ε > 0 (発散する場合は任意の M > 0) に対して, N ∈ N
を十分大きくとれば n ≥ N のとき ∫ pan

fdν∗ −
∫ pan

fndν
∗ < ε ( 発散する場合 n ≥

N ⇒
∫ pan

fndν∗ > M) を満たす。
命題 7 より，ν∗ は加法的測度であるから，単関数 ∑N(n)

j=1 aj1D
(n)
j
を

∫
fndν

∗ − 2ε ≤
N(n)∑
j=1

ajν
∗(D

(n)
j ),

 or
M

2
≤

N(n)∑
j=1

ajν
∗(D

(n)
j ),


を満たすように取る。 そのとき {D(n)

j }N(n)
j=1 は X の分割で aj = inf

x∈D(n)
j

f(x) である
としてよい。一般に D ∈ B と任意の ε′ > 0 に対してD の 分割 {Uℓ}Lℓ=1 を

ν∗(D)− ε′ ≤
L∑

ℓ=1

ν(Uℓ).

を満たすことが出来るので，分割 {D′
i}Ii=1 を取り直して∫

fndν
∗ − 3ε ≤

I∑
i=1

aiν(D
′
i),

I∑
i=1

ai1D′
i
(x) ≤ f.

発散する場合は
M

3
≤

I∑
i=1

aiν(D
′
i),

I∑
i=1

ai1D′
i
(x) ≤ f.

を満たすようにとることができる。 従って∫
fndν

∗ − 3ε ≤
∫ pan

fdµ,

(
or

M

3
≤
∫ pan

fdµ

)
.

ε > 0 は任意に小さくできるので ( M > 0 は任意に大きくできるので)
∫
fndν

∗ =∫ pan
fndν

∗ ≤
∫ pan

fdµ が成り立つ。
他方任意の単関数に対して:

J∑
j=1

ajν(Dj) ≤
J∑

j=1

ajν
∗(Dj)

であるので ∫ pan
fdν ≤

∫ pan
fdν∗ となり求める結果を得る。 □

以上の議論で次の補題を得る。この性質は， [22].で示されている。

補題 36 ν を単調，劣加法的，上下に連続な集合関数であるとき，p ≥ 1 に対して

∥f∥p,pan =

{∫ pan

|f |pdν
} 1

p

, Lp
pan = {f : ∥f∥p,pan < ∞},

従って Lp
panバナッハ空間になる. □

さらに，p > 1 であれば 1

p
+

1

q
= 1 なる q > 0 に対して， Lp

pan
∗ = Lq

pan を満たす。



8. 構成的集合関数と歪測度 [16]

定義 37 X の有限部分集合全体を次で定める。

X [∗] =
{
{xj}nj=1 : n ∈ N, xj ∈ X, j ≤ n

}
,

また A ∈ B に対して

A[∗] =
{
{xj}nj=1 : n ∈ N, xj ∈ A, j ≤ n

}
⊂ X [∗].

と定める。
B[∗] = σ

({
A[∗] : A ∈ B

})
とする。 このとき (

X [∗],B[∗]) を抽出空間という。
(X,B)上の集合関数 µ が， 抽出空間 (

X [∗],B[∗]) の符号付有限測度 µ[∗] を用いて

µ(A) = µ[∗] (A[∗]) , ∀A ∈ B.

と表されるときµを構成的集合関数という。
µ[∗] は µ[≤k] に対して k → ∞ としたものである。
歪測度の場合の十分条件として次のような性質が成り立つ。

定理 38 (X,B) を可測空間，µ を (X,B)上に定義される歪測度，ν,f を対応する有限
測度と歪関数とする。f が次のように与えられる解析的関数で

f(t) =
∞∑
j=1

ajt
j, aj ∈ R,

ν(X) = M に対して
∞∑
j=1

|aj|M j < ∞.

を満たすとする場合，µ は構成的集合関数である。
証明 A ∈ B に対して µ[k] を

µ[k](A[k]) = ν(A)k

と定める。一般的な抽出空間においても A を同様に定義すれば，B[∗] を生成する集合
体である。この定義により µ[k] は A 上に定義されたことになる。(この集合関数の値
はメビウス変換により決定されると考えてよいが，その場合の集合ごとの値が上の式
で決まったことになる。) νj を Xj 上の直積測度とし，自然に B[j] ⊂ Bj 上に制限した
ものと考えるものとする。. このとき

µ[≤k](A[≤k]) =
k∑

j=1

ajν
j(Aj).

と定められたことになる。



仮定より，この極限として次のように定めることができる。

µ[∗](A[∗]) = lim
k→∞

µ[k](A[k]).

このとき，明らかに有限加法的である。
したがって， {Dm}m∈N ⊂ A が Dm ↘ ( m → ∞) であるとき, µ[∗](Dm) ↘ 0 (

m → ∞) であることを示せば十分である。
ε > 0 を任意の正の数とするとき，任意の D ∈ A に対して，次を満たすように N

を定めることができる。

n ≥ N ⇒
∣∣µ[∗](D)− µ[k](D ∩X [k])

∣∣ < ε

これは上の値が，0 に収束する
∞∑

j=N+1

|aj|M j 以下になることからわかる。. µ[k] 有限

測度なので
lim

m→∞
µ[k](Dm ∩X [k]) = 0.

したがって
lim sup
m→∞

∣∣µ[k](Dm ∩X [k])
∣∣ ≤ ε.

以上よりカラテオドリの拡張定理 ([25]）より求める結果を得る。□つづいて，構成的
集合関数から有限次元要素を抽出する事について考える。抽出空間は有限部分集合の
集まりの上の測度を用いて表現されているので，個数を固定した部分集合族の影響を
抽象的には表現することができる。ここでは，それを元の集合関数を用いて表現する
ことを考える。
まず，構成的集合関数 µ の有限次元要素を定める。

定義 39 µ を構成的集合関数， µ[∗] を対応する構成測度とする。このとき A ∈ B の k

次元要素 µk(A) を次で定める。

µk(A) = µ[∗](A[∗] ∩X [k]).

次の性質は，初歩的な性質であるが，この性質の本質を説明しているので，ここで特
筆しておく。

命題 8 可測空間 (X,B) を考える。B は可算生成とする。このとき次の (1) - (3) は
同等。

(1) 全ての一点集合 {x} (x ∈ X) が可測である。

(2) 任意の x, y ∈ X (x ̸= y) に対して, x ∈ A , y ̸∈ A を満たす A ∈ B がある。

(3) 次を満たすような有限分割列

{Dn}n∈N =
{
{D(n)

j }N(n)
j=1

}
n∈N

がとれる。



(3-1) 任意の n ∈ Nに対してDn+1 は Dn の細分である。 .

(3-2) B = σ

(⋃
n∈N

Dn

)
.

(3-3) 任意の x, y ∈ X (x ̸= y), に対して，番号 n0 ∈ N が存在して，n ≥ n0

なるすべての n に対して, x ∈ D
(n)
j , x ∈ D

(n)
ℓ を満たすように, j, ℓ ≤ N(n)

，j ̸= ℓ を決めることができる。
Proof. (1) ⇒ (2) A = {x} ∈ Bとすれば x ∈ A and y ̸∈ Aを満たす。
(3) ⇒ (1) x ∈ X として固定する。全ての n ∈ Nにたいしてj(n) ≤ N(n) x ∈ D

(n)
j(n).

(3-3) を仮定しているので，y ̸= x であれば，十分大きな n に対して y ̸∈ D
(n)
j(n) であ

るので，
{x} =

⋂
n∈N

D
(n)
j(n),

となるが，右辺は可測集合である。
(2) ⇒ (3) Bは可算生成なので，加算個からなる可測集合 {An}n∈Nが B = σ

(
{An}n∈N

)
を満たすように設定できる.

一般に集合 A に対して，A
(0)
n = A および A

(1)
n = Ac, と表記することにする。

∆n =

{
n⋂

j=1

A
(ij)
j : (ij)

n
j=1 ∈ {0, 1}n

}
一般的には空集合がいくつか含まれることになるので，それらを取り除いて ∆n には
空集合は属さないようにする。この場合 {∆n}n∈N は (3-1) and (3-2) を満たすことに
なる。.

(3-3)が成り立たないとすると，任意の n ∈ Nに対して{x, y} ⊂ Aを満たすようにA ∈
∆n を定めることができる。α = {x, y}として (2点を同一視する) X̃ = X \{x, y}∪{α}
とし，A ∈ ∆n (n ∈ N) の集合でも {x, y} ⊂ A であれば，Ã = A \ {x, y} ∪ {α} とす
る。このとき 上の仮定より, {x, y} の片方だけが含まれることはない。

B̃ = σ

(⋃
n

∆n

)

ϕ(ω) =

{
ω ω ̸= a, b

α ω = a, or b

とおくと B = ϕ−1(B̃) となり x, y を分離することはできない。 □
これを用いて次の定理を得る。

定理 40 (X,B) を可算生成な可測空間，µ を (X,B)上の構成的集合関数，µ[∗] を対応
する構成測度 とする。全ての一点集合が {x} ∈ B を満たすとき，補題 8 で定めた集
合列，

{
∆n =

{
D(n)

j

}N(n)

j=1

}
n∈N
に対して，

µ[1](A[∗]) = µ[∗](A[∗] ∩X⟨1⟩) = lim
n→∞

N(n)∑
j=1

µ(D
(n)
j ∩ A)

が成り立つ。



証明 A ∈ B に対して，
En =

n⋃
j=1

(A ∩D
(n)
j )

[∗]
.

と定め，X [∗]上の関数列 {fn}∞n=1 を次で定める。

fn(U) = 1En(U).

各 U = {xℓ}Lℓ=1 ∈
(
A ∩D

(n)
j

)[∗]
, |U | = L > 1 を考えるとき，次を満たすように N ∈ N

を取ることができる。

n ≥ N ⇒ {x1, x2} ̸⊂ D
(n)
j , ∀j ≤ N(n).

これは任意の n ≥ N に対して U ̸∈ En であることを意味する。明らかに x ∈ A で
あれば，任意の n ∈ N に対して {x} ∈

⋃
j≤N(n)

(
A ∩D

(n)
j

)[∗]
をみたす。 従って全ての

U ∈ X [∗]に対して
lim
n→∞

1En(U) = 1A∩X[1](U),

が成り立つ。他方∫
1En(U)µ[∗](dU) =

N(n)∑
j=1

µ[∗](A ∩D
(n)
j

[∗]
) =

N(n)∑
j=1

µ(A ∩D
(n)
j ),

により次が成り立つ。 ∫
1A[∗]∩X[1](U)µ[∗](dU) = µ[1](A[1]).

分割を考えているので全ての関数は 1を超えない。よって有界収束定理により

lim
n→∞

N(n)∑
j=1

µ(A ∩D
(n)
j ) = µ⟨1⟩(A⟨1⟩),

を得るので証明が終了する。 □

例 41 X = [0, 1) としその上にルベーグ測度 λ を考える。X 上のボレル集合体B 上の
集合関数をµ(A) = λ(A)2 + λ(A) と定める。これは多項式を歪関数とする歪測度なの
で，構成的に 2‐加法的である。
これに対して次のような分割を考える。

{∆n} =

{{[
j − 1

2n
,
j

2n

)}2n

j=1

}
.

これは命題8 の条件 (3-1) - (3-3) を満たす。



A を (X,B) 上の可測集合とするとき.

2n∑
j=1

µ

([
j − 1

2n
,
j

2n

)
∩ A

)

=
2n∑
j=1

(
λ

([
j − 1

2n
,
j

2n

)
∩ A

)
+ λ

([
j − 1

2n
,
j

2n

)
∩ A

)2
)

= λ(A) +
2n∑
j=1

λ

([
j − 1

2n
,
j

2n

)
∩ A

)2

.

0 ≤
2n∑
j=1

λ

([
j − 1

2n
,
j

2n

)
∩ A

)2

≤
2n∑
j=1

λ

([
j − 1

2n
,
j

2n

))2

=
2n∑
j=1

1

(2n)2
=

1

2n
→ 0, as n → ∞.

よって
lim
n→∞

2n∑
j=1

µ

([
j − 1

2n
,
j

2n

]
∩ A

)
= λ(A)

より高次元の要素については次の性質が成り立つ。

定理 42 定理 40.と同じ設定および仮定をする。可測集合による有限分割 D は Dに
属す。D′ ⊂ Dは D′が D に属する集合で構成されることを意味している。
D = {Dj}Nj=1 ∈ D と A ∈ B に対して

A ∩ D = {A ∩Dj}Nj=1 .

と定める。このとき，任意の k ∈ N に対して,

µ[k](A[∗]) = µ[∗](A[∗] ∩X [k]) = lim
n→∞

∑
D⊂Dn,|D|=k

τ(A ∩ D).

証明 定理 40.と同様の方針で示す。この場合，1A[∗]∩X⟨k⟩ をどう近似するかがポイン
トとなる。

fn(U) =
∑

D⊂Dn,|D|=k

1Γ(A∩D)(U).

と定め，各点収束することを示す。
D ∈ D が |D| = k を満たすとすると，D の構成要素が全て A との共通部分を持てば

|A ∩ D| = k となる。このとき |U | < k を満たす場合には，U ∩ (A ∩Dj) ̸= ∅, ∀j ≤ k,

を満たすことができないので，U ̸∈ Γ(A ∩ D)。したがって |U | < k の場合は 任意の
n ∈ N に対して fn(U) = 0 となる。 .



次に，|U | > k (U = {u1, . . . , uk′}, k′ > k)の場合を考える。各 (i, j) (1 ≤ i < j ≤ k′)

毎に, 十分大きくNi,j ∈ N をとると，次を満たすようにすることができる。

n ≥ Ni,j, D ∈ Dn ⇒ {ui, uj} ̸⊂ D.

このとき，n ≥ max
1≤i<j≤k′

Ni,j であれば, (全ての要素は異なる D
(n)
j に属すことになる

ので)

U ∈ D ⊂ Dn ⇒ |D| ≥ k′ > k.

従って この時には
D ⊂ Dn, |D| > k ⇒ U ̸∈ Γ(A ∩ D).

を満たすことになる。
|U | = k (U = {u1, . . . , uk}) で，U ∩ Ac ̸= ∅であるときには， . 十分 N ∈ N を大き
くとって，それぞれの要素が異なる D

(n)
j に属すようにすれば，

n ≥ N,D ∈ Dn ⇒ |D| ≥ k.

よって |D| = k (D = {D1, . . . , Dk} and D ⊂ Dn (n ≥ N), のときには， U の各要素と
Dの各要素 (有限部分集合)は 1対 1の対応があることになる。 仮定より U には A の
要素ではないものが必ず一つはあるので， A ∩ D には属すことはできない。したがっ
て U ̸∈ Γ(A ∩ D) となり n ≥ N では fn(U) = 0 を満たすこととなる。
{Γ(D) : D ⊂ Dn, |D| = k} はX [k] の分割であるので，任意の U ∈ A[∗] (|U | = k) と各

n ∈ N に対して
U ∈ Γ(A ∩ D).

となる D が一つだけ存在する。s

fn(U) = 1, ∀n ∈ N.

以上をまとめると次を満たすことがわかる。

1A[∗]∩X⟨k⟩(U) = lim
n→∞

fn(U).

命題 3 より次が成り立つ。∫
X[∗]

fn(U)µ[∗](dU) =
∑

D⊂Dn, |D|=k

µ (Γ(D)) . =
∑

D⊂Dn, |D|=k

τ(D).

従って ∫
X[∗]

1A[∗]∩X⟨k⟩dµ[∗] = µ⟨k⟩(A⟨k⟩).

よって証明が完成した。 □



9. 付録
例 43 X = {a, b, c}, B = 2X とし，集合関数 µ を X 上に 測度 λ (λ({a}) = α,

λ({b}) = β, λ({c}) = γ.) があたえられているとき

µ(A) = λ(A)2

と定める。X2 = {(x, y) : x, y ∈ X} とすると，

µ({(a, a)} = α2, µ({(b, b)} = α2,

µ({(a, b)} = µ({(b, a)} = αβ,

µ({(a, b), (b, a)} = 2αβ,

τ{a,b} = 2αβ, τ{a,c} = 2αγ, τ{b,c} = 2βγ

τ{a,b,c} = 0

τ({a}, {b, c}) = 2α(β + γ)

= 2αβ + 2αγ = τ({a}, {b}) + τ({a}, {c})

等が成り立つ。

補題 44（X,B)上の集合関数 µ と， D ∈ Dに対して

τ(D) =
∑

B∈Γ(D)

τB.

Γ(D) = Γ({D1, · · · , Dn}) = {{x1, . . . , xn}, xj ∈ Dj, j = 1, 2, . . . , n}

が成り立つ。
(証明) n = |D| = 1 のとき，補題 2 より直ちにわかる。
n− 1 までの成立を仮定するとき 命題 2 より

τ({D1, · · · , Dn−2, Dn−1 ∪Dn})
= τ({D1, · · · , Dn−2, Dn−1}) + τ({D1, · · · , Dn−2, Dn})

+τ({D1, · · · , Dn})

帰納法の仮定より 命題 20 を用いると

τ({D1, · · · , Dn})
=

∑
B∈Γ({D1,··· ,Dn−2,Dn−1∪Dn})

τB −
∑

B∈Γ({D1,··· ,Dn−2,Dn−1})

τB −
∑

B∈Γ({D1,··· ,Dn−2,Dn})

τB

=
∑

B∈Γ({D1,··· ,Dn−2,Dn})

τB

となり求める結果を得る。 □



10. まとめ
本報告では，ここ数年の k‐加法性およびその一般化に対して検討したものをまとめ
てみた。 もともとの漠然とした目標は，非離散化した空間で非加法的な集合関数が設
定されているとき，それに基づく関数解析的な議論がやりやすい空間を設定すること
だったように思う。k がいくらでも大きくてよいのであれば，有限集合上の集合関数は
全てk‐加法的であるので，凸性や優/劣加法性といったものを仮定せずにすむ広い空
間が設定できるという期待もあった。しかし，例えば歪測度の中では，たとえ k → ∞
とした場合でも，対応する歪関数に関してかなり強い仮定を置かないとそれが含まれ
そうにない。広く網羅する空間とするためには，あと何段階かブレイクスルーが必要
なようだ。また，この様な議論はいろんな角度から独立に解析されていてそれらの相
互関係もまとめるに至っていない。現在の状況としては，魅力がやっと見えてきたが，
やるべきことが多すぎて少し戸惑っているところともいえる。これは，ありがたいこ
とで今回この報告をするために調べたりまとめたりしたことの最大の成果だと思って
いる。
最後に，この報告をまとめるにあたり，議論コメントなど様々なご協力をいただい
た岡崎先生，本田先生， 関連研究に対して貴重な情報をいただいた成川先生 (玉川大
工学部) ，ならびに様々なヒントやアドバイスをいただいた全ての方に深い感謝の意を
表し，この稿を閉じることとする。
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